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 A energia elétrica é atualmente um bem essencial à vida e atividade humana, tornando 
a rede de produção e distribuição de energia elétrica uma das maiores e mais complexas obras 
de engenharia. 
 A procura por este bem aumenta diariamente sendo necessária uma aposta forte não 
só em novos meios de produção de energia limpa como otimização dos meios já existentes. 
Portugal é um país por excelência na produção de energia renovável, contudo ainda existe 
muito a fazer para atingir a independência energética e a otimização de recursos e meios. 
 Os aproveitamentos hidroelétricos são obras de engenharia fantásticas, não só pela 
possibilidade de produção de energia elétrica, mas também por permitir controlo de caudais, 
abastecimento de água à população e industria, e contribuição para o desenvolvimento da 
região através do comércio e lazer.  
 Este documento estuda o desempenho de um sistema hidroelétrico de duas barragens 
em cascata em diversas condições. O objetivo passa pela otimização deste sistema, resultando 
no maior retorno financeiro possível. Através dos conceitos de controlo ótimo implementados 
no software Matlab, será criado um programa que permita manipular as características 
inerentes à hidroelétricidade, o volume, caudal e afluência de modo a maximizar o lucro 
obtido.  
Apesar de ser um modelo simples e simplificado do problema real, os resultados e 































 Electrical energy is nowadays an essential good for human life and activities. 
Therefore, the production and distribution network of electrical energy is one of the biggest 
and most complex works of engineering. 
 The demand for energy increases daily, proclaiming a strong research not only for new 
ways of clean energy production but also an optimization of the existing ones. Portugal is a 
country that excels in the production of renewable energies. However, it is still far from 
electrical independency and the best optimization of resources. 
 Hydroelectric systems are an amazing piece of engineering, not only for the possibility 
of producing electrical energy, but also for allowing the control of water flow, to supply 
population and industry with water and contribution to the development of the area by 
boosting commerce and leisure activities.   
 This document studies the performance of a hydroelectric system of two cascading 
dams under different environments. The goal is an optimization of the system, obtaining the 
biggest financial outcome possible. Using the concepts of optimal control in the software 
Matlab, a programme will be developed, allowing the manipulation of the inherent 
characteristics of hydroelectricity, such as the volume and affluence of water. 
   Despite this being a less complex and simplified modelization of the real problem, the 
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 A Rede de produção e distribuição de energia elétrica é das maiores e mais complexas 
obras de engenharia alguma vez feitas pelo homem.  
Vivemos numa era em que a eletricidade é indispensável, e são feitos esforços globais 
diários para que cresça a dependência das energias limpas em detrimento de energias mais 
poluentes. Inicialmente houve uma necessidade de desenvolver diferentes meios de produção 
e obtenção de energia elétrica, através de atividades menos poluentes, em que a matéria-
prima fosse preferencialmente renovável e environmentally friendly. Agora o próximo passo, 
será a otimização desses sistemas produtores de energia.  
Sendo a energia elétrica um bem essencial inerente à atividade humana, o consumidor 
exige qualidade, segurança e eficiência do serviço. Contudo, num sistema em que a energia 
elétrica não pode ser armazenada em grandes quantidades, exigindo que, após a sua 
produção, esta seja transportada imediatamente para o consumidor final, e a procura de 
eletricidade depende de decisões bastante arbitrárias, a rede de produção e distribuição de 
eletricidade torna-se um sistema bastante complexo. Consequentemente a sua otimização não 
é um processo simples, pois depende de muitas variáveis, maioritariamente não lineares e não 
determinísticas. 
Foi-me proposto a formulação e implementação de um modelo que otimize duas centrais 
hidroelétricas em cascata. Quando se propõe otimização de uma central hidroelétrica, pode 
ser tentador reduzir esta otimização apenas na decisão de quando turbinar ou bombar. 
Contudo, além de ser essencial ter em conta as características e leis particulares sob a qual a 
energia elétrica se rege, bem como a variação não linear da procura da energia, é também 
necessário ter em conta a restrições inerentes às produtoras hidroelétricas, como volume 
máximo e mínimo de cheia ou caudal mínimo ecológico. De salientar que uma central 
hidroelétrica não tem apenas como função produzir energia, mas também previne cheias, 
controla o caudal dos rios e armazena água potável para consumo e atividades agrícolas, 
industria e pecuária. 
 Todos estes aspetos e outros mais, falados no decorrer deste projeto, terão que ser 
levados em conta. 
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1.2. Motivação e Objetivos 
 
 Atualmente Portugal possui um índice de desaproveitamento de potencial hídrico na 
ordem dos 50%, um dos mais elevados na União Europeia. Sabendo que os locais de 
construção de centrais hidroelétricas no território é limitado, melhorar este 
desaproveitamento hídrico passa obrigatoriamente pela otimização das centrais já existentes.  
 Numa era onde já são bem conhecidos os efeitos prejudiciais do consumo de 
combustíveis fosseis para o ambiente e vida humana, as energias renováveis devem assumir o 
papel principal na produção de energia elétrica.  
As centrais hidroelétricas são a forma de produção de energia elétrica renovável de 
eleição. De todos os métodos de produção de energia renovável, a hidroelétrica é a única que 
possibilita o armazenamento da matéria-prima, e consequentemente seu controlo e gestão, 
não dependendo na sua totalidade de fatores naturais como é o caso da Energia Eólica ou 
Solar. 
Além da produção de eletricidade os aproveitamentos hidroelétricos, principalmente 
os de grandes dimensões, servem outros propósitos muito importantes, tanto para a 
sociedade com o abastecimento de água para consumo humano, industrial e agropecuário, 
bem como para o ambiente, com a garantia de água em épocas de pouca pluviosidade e na 
proteção e controlo de caudais de cheias. 
 
 O problema de optimização tratado nesta dissertação pode ser considerado 
académico, certas restrições inerentes ao problema real terão que ser ignoradas. No entanto, 
é desejável a criação de um modelo académico o mais próximo da realidade possível para que 
as conclusões finais possam contribuir para a otimização de um problema real. A criação do 
programa computacional, tem como objetivo a realização de diferentes testes de modo a 
observar e compreender quais as condições que potenciam o maior lucro final. Para tal, é 
necessário conhecer e compreender todas as restrições inerentes às centrais hidroelétricas e a 
este problema em cascata específico. Será necessário também pesquisar bases teóricas dos 
métodos de otimização utilizados bem como a familiarização com o programa computacional. 
A possibilidade de trabalhar e entender mais detalhadamente as características a 
otimizar num recurso hidroelétrico despertou o meu interesse, motivando-me na escolha 












1.3. Entrevista ao Prof. Dr. Machado e Moura 
 
 
 Uma das maiores autoridades sobre hidroeletricidade em Portugal teve a amabilidade 
de partilhar as suas opiniões sobre o tema: Qual o rumo a tomar para um melhor 
aproveitamento do sistema hidroelétrico em Portugal. 
 Segundo o Professor Dr. Machado e Moura a máxima sobre a qual as pessoas 
responsáveis pela hidroeletricidade se devem reger é, “… a salvaguarda do interesse público.” 
E o interesse público é salvaguardado quando temos meios para prevenir cheias e ao mesmo 
tempo armazenar água durante o inverno, para durante a época seca ser possível produzir 
eletricidade e abastecer de água as populações, indústria e pecuária.  
Isto só é possível se for feita uma gestão inteligente durante as estações com grande 
pluviosidade. Armazenando água, controlando cheias, produzindo eletricidade, sem grandes 
desperdícios. Onde hoje temos um aproveitamento hidroelétrico por afluente, deveriam existir 
três ou quatro. Desde modo não só facilitaria a gestão inteligente falada anteriormente, como 
permitiria a mesma água ser turbinada três ou quatro vezes. 
 Em Portugal o potencial hidroelétrico aproveitado é de aproximadamente 50% e, ao 
nível da capacidade de retenção das chuvas, o valor ronda os 40%. É fácil perceber que ainda 
há muita margem para melhorar, e a solução passa indubitavelmente pelos pontos 
mencionados acima.  
Na figura 1 será possível visualizar o atual mapa de aproveitamento hidroelétricos na 
região Norte do país e sugestão de novos aproveitamentos sobe a alçada do Programa 
Nacional de Barragens com Elevado Potencial Hidroelétrico a serem construídos nos principais 
afluentes, Côa, Sabor, Tua, Tâmega e Paiva, de modo a melhorar os índices de aproveitamento 




Figura 1- Mapa dos presentes e futuros aproveitamentos hidroelétricos [7] 
4 
É sabido, também, que existem diferentes tipos de albufeiras, quedas de água e turbinas. 
Sobre esta área o Professor Dr. Machado e Moura refere que os estudos e ensaios para 
otimização dos materiais constituintes e melhoramento de performance das turbinas já foram 
levados até a exaustão, pelo que não haverá muito mais margem para a otimização. Considera 
imperativo apostar na otimização da gestão dos sistemas existentes e criação de novos 





1.4. Visita ao Aproveitamento Hidroelétrico da 
Aguieira 
 
No âmbito da elaboração desta dissertação, após conversações com responsáveis da 
Direção Centro de Produção Tejo-Mondego da EDP, foi autorizada a visita à Barragem da 
Aguieira, onde fui recebido e acompanhado pelo técnico responsável, Sr. José Augusto. 
 Esta visita tem como objetivo aprofundar conhecimentos e esclarecer dúvidas. 
Perceber o funcionamento de um aproveitamento hidroelétrico com grupo reversível 
integrado na rede. 
 
 
Figura 2- Vista aérea da Barragem de Aguieira 
 
Tal como a maioria dos aproveitamentos hidroelétricos, este empreendimento da 
Aguieira tem como objetivo não só a produção de energia elétrica, mas também a 
regularização de caudais líquidos, controlo de cheias e amortecimento das secas estivais, 
controlo de caudais sólidos, regulação do regadio, abastecimento controlado e sustentado de 
água para consumo humano, agrícola, indústria e pecuário, bem como, o incremento de 
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atividades de turismo e lazer. A construção deste aproveitamento proporcionou ainda o 
desenvolvimento das vias de comunicação da região. 
 O aproveitamento hidroelétrico da Aguieira é constituído por uma barragem de betão, 
tipo abóbadas múltiplas com três abóbadas de dupla curvatura e dois contrafortes centrais, 
onde se situam os descarregadores de cheias. 
 Um dado curioso sobre este aproveitamento é que este não tem a restrição de caudal 




Figura 3- Planta geral da Barragem da Aguieira 
 
 A central é do tipo pé de barragem e está equipada com três grupos gerador/bomba 
reversíveis e uma subestação adjacente com bancos de transformadores monofásicos de 3x36 
MVA. O posto de seccionamento encontra-se na margem direita, a partir do qual se processa a 
ligação à rede nacional por duas linhas de 220 kV. 
 Com entrada em serviço em 1981, este aproveitamento hidroelétrico encontra-se no 
curso de água do Mondego e possui uma bacia hidrográfica de 3113 km2. Tem uma altura de 
89 metros, no entanto a queda útil é de 72 metros. Capacidade máxima de descarga de 2080 
m3/s e um caudal máximo turbinável de 540 m3/s. Tem potência instalada de 336 MW, três 
grupos geradores de 112 MW. 
Este escalão da Aguieira é gerido por telecomando, ou seja a instrução é enviada pela 
central do departamento de gestão de energia e esta é executada automaticamente no 
aproveitamento hidroelétrico. Existem 15 programas diferentes de funcionamento neste 
aproveitamento e os recursos humanos existentes no local realizam maioritariamente controlo 
e manutenção. 
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 O aproveitamento em si tem pouca autonomia, uma vez que todas as decisões são 
tomadas pelo departamento de gestão de energia. No entanto, o Técnico responsável Sr. José 
Augusto afirma que pelas instruções recebidas diariamente pela central, apesar de haver 
tendências, é muito difícil fazer previsões de procura de energia. Não há dois dias iguais, sendo 
portanto muito difícil criar um modelo de comportamento ótimo periódico. Há oportunidades 
de negócio que surgem de um momento para o outro e as decisões têm que ser tomadas ao 
minuto, sendo por isso importante ter conhecimento em tempo real do preço da energia 
elétrica, da sua procura, das quantidades de energia que estão a ser injetadas para a rede, da 
quantidade de água disponível e as quantidades de afluência que estão a ser recebidas 
 No caso deste aproveitamento da Aguieira, por se encontrar perto de um parque 
eólico, a sua gestão é influenciada por este parque, apostando mais na produção de energia 
quando não há vento e utiliza a energia produzida em excesso pelo parque eólico a preço 
muito reduzido para bombar água de novo a montante do aproveitamento hidroelétrico. 
 As principais ilações a retirar desta visita de interesse para a elaboração desta 
dissertação, são as condicionantes físicas existentes no aproveitamento, a capacidade máxima 
de descarga, caudal máximo turbinável e área da bacia hidrográfica, a imprevisibilidade da 
procura e injeção de energia, bem como quais as principais características tidas em conta, 






































2.1. Energia Elétrica em Portugal 
 
 Desde os finais do século XIX até à atualidade, a produção de energia elétrica em 
Portugal e no mundo é maioritariamente de origem térmica, obtida através da queima de 
energias fósseis. Felizmente nos últimos 30 anos começou a existir uma consciencialização a 
nível mundial dos malefícios da utilização desta matéria-prima, prejudiciais tanto para o 
ambiente como para a saúde humana.  
Uma das primeiras ações que permitiram o inicio de uma nova era nas energias 
renováveis, foi a assinatura do Protocolo de Quioto, já ratificado por 175 países, onde estes se 
comprometeram a reduzir as emissões dos gases de estufa, através de grandes reformas nos 
sectores da energia e transportes, a promoção do uso de fontes de energias renováveis, 
limitação de emissões poluentes e proteção de sumidouros de carbono, neste caso as 
florestas. 
No início da sua história de produção de eletricidade em Portugal, esta era 
maioritariamente obtida através de centrais hídricas de pequenas dimensões. Com a 
industrialização do país, a aposta na energia fóssil foi aumentando e tornou-se predominante 
durante a primeira metade do século XX. Na segunda metade do século XX através de fundos 
comunitários da União Europeia apostou-se na construção de Barragens com elevado 
potencial hidroelétrico, passando estas a produzir uma parte considerável da eletricidade 
consumida no país. Com o fim destes fundos comunitários e apesar da existência de Planos 
Nacionais para a construção de Barragens, a disponibilidade do país para continuar a apostar 
na hidroeletricidade diminuiu com o passar dos anos. Na última década, Portugal tem utilizado 
outros tipos de energia renovável com algum sucesso.  
Atualmente, as energias fosseis têm vindo a perder expressão em relação às energias 
renováveis. Ainda não somos um país independente a nível energético, algo que devemos 
ambicionar quer através da aposta nas energias renováveis (abundantes em Portugal), quer 
através da otimização dos sistemas já existentes.  
Na figura seguinte podemos observar o peso das diferentes fontes de produção de 






Figura 4- Ilustração do peso das diferentes fontes de energia [1] 
 
 
 Observando a Figura 4, podemos confirmar que ainda existe alguma dependência 
externa. Apesar de redução das energias fósseis, o carvão e gás natural ainda são bastante 




2.2. Energias Renováveis 
 
 A definição de energia renovável é energia proveniente de matéria que se renova 
continuamente numa escala de tempo humana, isto é, no tempo médio de vida do ser 
humano. 
Até ao final do século XX a produção de eletricidade era maioritariamente obtida 
através da queima de combustíveis fosseis que, além de serem bastante ineficientes do ponto 
de vista termodinâmico, são também processos muito poluentes. De forma a inverter esta 
situação a União Europeia acordou uma série de objetivos a atingir até 2020, acordo esse que 
ficou conhecido como os objetivos 20-20-20. Reduzir em pelo menos 20% as emissões dos 
gases de estufa da UE em relação aos níveis de 1990. Aumentar a produção de eletricidade 
através de fontes renováveis na UE em 20% e por sua vez reduzir também 20% do consumo de 
energia primária (poluente) em relação aos níveis previstos, investindo na eficiência 
energética.  
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O uso de recursos renováveis tem sido a grande aposta para resolver esta questão. 
Dentro das energias renováveis, as principais são a energia hídrica, eólica, biomassa, solar, 
geotérmica e ondas e marés. Portugal é dos países europeus com melhores condições 
climatéricas para a prática desta “recente” aposta. Usar e otimizar estas fontes de energia, 
bem como os seus sistemas de produção, é o grande objetivo, pois permite uma maior 
independência e sustentabilidade energética do nosso país.  
 
Na figura seguinte podemos observar a evolução das energias renováveis em Portugal. 
 
 







 O vento já tinha sido aproveitado para mover barcos, moer cereais ou elevar água dos 
poços. Atualmente, o vento é a grande recente aposta para produzir eletricidade através da 
construção de parques eólicos em locais onde a velocidade média anual do vento é superior a 
6m/s. No território português ventos com esta média de velocidades encontram-se em zonas 
costeiras e montanhosas. Estes parques eólicos podem também ser instalados no mar 
(offshore) apesar de não ser uma prática comum em Portugal. Atualmente, no nosso país mais 










 Biomassa é matéria orgânica vegetal ou animal utilizada para produção de 
eletricidade, calor ou combustíveis para transportes. Esta matéria orgânica pode resultar dos 
resíduos da atividade humana, subprodutos de floresta e agricultura ou até da parte 
biodegradável dos resíduos sólidos urbanos. A biomassa pode ser através da queima do 
produto. No caso da matéria orgânica vegetal esta queima não se traduz numa libertação de 
CO2 para a atmosfera tendo em conta a fotossíntese realizada durante o ciclo de vida da 
árvore utilizada. Em Portugal ainda não é uma prática muito comum, contudo, segundo dados 
da Apren, Portugal em 2013, encontrava-se na décima posição a nível europeu na produção de 










2.2.3. Solar  
 
 A obtenção de eletricidade através da energia solar, não é um conceito recente dentro 
das energias renováveis, tendo sido bastante popularizado pela fácil instalação e utilização 
pelo consumidor final. A produção de eletricidade através da energia solar ocorre através de 
aquecimento de um fluido ou de células foto-voltaicas. Esta pode ser injetada diretamente na 
rede ou armazenada em baterias. Aqui reside o grande obstáculo deste meio de produção de 
eletricidade. Ainda não foi possível conceber uma bateria que consiga armazenar quantidades 
consideráveis de eletricidade. Outra desvantagem da energia solar é esta apenas poder ser 
utilizada diretamente durante o dia e principalmente durante o verão.  
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 Em Portugal o recurso solar é sensivelmente duas vezes superior ao da Alemanha, e a 
sua utilização como complemento a outras fontes renováveis é bastante comum. Um milhão 






 Regra geral é um recurso disponível em zonas de atividade vulcânica, onde é possível 
atingir os estratos magmáticos onde a temperatura das rochas e água é bastante elevada. Esta 
energia é aproveitada para gerar eletricidade através de turbinas, cujas pás são movidas pelo 
vapor libertado devido às altas temperaturas locais. Além da produção de eletricidade, esta 
fonte de energia também pode ser utilizada para aquecimento ou arrefecimento (através de 
coolers) de edifícios ou estufas. Em Portugal, com maior expressividade na Região Autónoma 
dos Açores, produz-se eletricidade através da geotermia. Em Lisboa e São Pedro do Sul 




2.2.5. Ondas e Marés 
 
 Tal como a geotérmica, ondas e marés é um método de obtenção de eletricidade 
pouco comum, em grande parte porque este tipo de energia encontra-se disponível apenas 
em locais específicos do planeta, ao contrário do vento ou sol. 
 Não obstante, a energia existente no mar, através das ondas e marés, é abundante e 
deve ser aproveitada. Material apropriado e eficiente para converter esta energia em 
eletricidade e que sobreviva ao ambiente hostil marítimo, ainda se encontra maioritariamente 
em fase de testes e desenvolvimento. Portugal é um dos países pioneiros nesta área e nos 
Açores encontra-se a primeira central de coluna de água oscilante (instalação de 400kw) do 













Em Portugal o sistema eletroprodutor é dominado por dois subsistemas, o subsistema 
termoelétrico e o subsistema hidroelétrico. Dentro das energias renováveis, a energia hídrica é 
a que desempenha o papel mais importante no nosso país, representando anualmente cerca 
de 30% da eletricidade consumida. Pelas suas características e o facto de ser a única que 
permite armazenar a matéria-prima é a mais passível de otimização e aumento de eficiência, 
permitindo jogar com os volumes de água turbinados. 
 De uma maneira muito simplista, a produção de eletricidade hídrica consiste em forçar 
a água a passar numas turbinas a grande velocidade, fazendo-as girar, sendo a energia 
mecânica convertida em energia elétrica através de um gerador. Existem centrais de albufeira 
ou de fio-de-água, vários tipos de queda, barragem e turbinas. Tudo isso será discutido de 
seguida mais detalhadamente. 
 Em Portugal, e apesar da aposta na hidroeletricidade ter estagnado comparativamente 
a anos anteriores, continua a pertencer ao grupo dos países europeus com maiores índices de 
crescimento nesta área, como podemos observar na figura seguinte: 
 
 
Figura 8- Evolução da Hidroeletricidade entre 2012 e 2013 [17] 
 
 As centrais hidroelétricas não têm como objetivo único a produção de eletricidade, 
tornando este meio de produção de energia bastante versátil. As centrais hidroelétricas 
podem ser também responsáveis pelo abastecimento de água às populações, industria e 
pecuária, serve de reservatório de regas, garante os caudais ecológicos e ambientais, 
prevenindo simultaneamente as cheias. Podem também servir como ponto de abastecimento 
a combate a incêndios, proporcionar condições para práticas de actividade de lazer, bem 
como, oportunidades de comércio e turismo. 
 A otimização destes sistemas eletroprodutores não irá afetar apenas o lucro final, 
pode também melhorar a vertente social, pois uma melhor gestão dos recursos permite a 
existência de água ao longo de todo o ano resultando num melhor abastecimento de água. 
Existindo água, existem condições para criar oportunidades de comércio, lazer e turismo. 
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 Sendo água a matéria-prima, a precipitação é uma questão incontornável na decisão 
de construção destes sistemas eletroprodutores. Podemos verificar nas imagens abaixo 
apresentadas que em Portugal na região norte os números são mais altos e 





Figura 9- Valores de precipitação [7] 
 
 Dividindo o país em zona norte, centro e sul, podemos observar que as áreas de maior 
pluviosidade são consequentemente as áreas com mais aproveitamentos hidroelétricos. As 












Figura 11- Distribuição de aproveitamentos hidroelétricos na zona centro [5] 
 




2.3.1. Classificação de Centrais 
 
 É importante perceber que existem diferentes tipos de aproveitamentos 
hidroelétricos, bem com diferentes tipos de albufeira, quedas de água e turbinas. Será agora 
descrito de uma maneira muito sucinta as diferentes classificações conforme estas 
características. 
As centrais hidroelétricas podem ser divididas em: 
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 Centrais de Base: centrais de grande potência, destinadas a fornecer energia elétrica 
de forma contínua. 
 Centrais de Ponta: são centrais capazes de entrar em serviço rapidamente e 
respondem também rapidamente às variações de carga. Foram projetadas 
exclusivamente para cobrir a procura de energia em horas de ponta. 
 Centrais de Reserva: tem como objetivo substituir total ou parcialmente as centrais de 
base em caso de avaria ou benefícios para o sistema. 
 




 Centrais de Alta Queda: para quedas com alturas superioras a 200 metros; 
 Centrais de Média Queda: para quedas entre os 20 e 200 metros; 
 Centrais de Pequena Queda: para quedas inferiores a 20 metros. 
Regularização: 
 Albufeira (com ou sem bombagem): grande capacidade de armazenamento 
possibilitando a capacidade de armazenar ou turbinar conforme as 
necessidades. 
 Fio de água: baixa capacidade de armazenamento, portanto sem grandes 
reservas praticamente turbina toda a afluência natural dos cursos de água. 
 
2.3.2. Constituição das Centrais Hidroelétricas 
 
 É importante perceber como é constituído o circuito hidráulico típico de uma central 





Figura 13- Ilustração da constituição da Barragem do Alto Lindoso [6] 
 
Mencionando algumas funções dos constituintes mais importantes: 
 
o Poços de carga: forçam a entrada da água nas turbinas sobre pressão; 
o Ramais de restituição: recolhe e devolve a água ao rio a jusante, em local conveniente; 
o Chaminé de equilíbrio: é um depósito de compensação de modo a evitar choques 
hidráulicos, situado o mais perto possível das turbinas, é um poço vertical, aberto na 
parte superior. 
o Central: local onde são montados os geradores, turbinas e maquinaria de auxílio ao 
seu funcionamento; 
 
De salientar que existem dois tipos de turbinas divididas pelo seu modo de operação: 
turbinas de ação e turbinas de reação: 
 
Turbinas de ação não funcionam imersas na água turbinada, funcionam à pressão 
atmosférica, sendo impulsionadas por jatos de água que incidem na roda móvel da turbina. 
Das turbinas de ação a mais famosa é a Turbina Pelton, adequada para altas quedas e 
pequenos caudais. Apresentando sempre bons rendimentos quer seja operada a 10% da 
potência ou à potência máxima. 
 
Turbinas de reação funcionam submersas na sua totalidade e dentro de uma câmara de 
pressão. Devido às diferenças de pressão nas superfícies das pás, origina-se uma força de 
sustentação (semelhante à originadas nas asas dos aviões) provocando a sua rotação. Dentro 
deste tipo de turbinas as mais utilizadas são: 
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 Turbinas Kaplan: permitem poucas variações de caudal. Adequadas para quedas 
baixas e grandes caudais. 
 Turbinas Francis: Apresentam altos rendimentos, na casa dos 80/90%, tanto mais 
alto, quanto maior for a potência. Sendo turbinas de reação, são também pouco 





2.4. Problema real vs. problema académico 
 
 Para produzir energia através de centrais hidroelétricas de um modo sustentado, 
eficiente e eficaz, é essencial ter conhecimento das condições, características e condicionantes 
deste meio de produção de energia elétrica. 
Quando se fala de otimização em centrais hidroelétricas é fácil perceber que a 
produção de eletricidade e a atividade humana estão diretamente relacionados. Há ciclos de 
procura sazonais principalmente ao nível dos consumos domésticos, bem como ciclos 
semanais com menor procura aos fins-de-semana com a diminuição da atividade humana ao 
nível do comercial e industria. Ao nível diário também existe uma tendência para ciclos com 
pouca procura nas horas de madrugada e grande procura nas primeira horas da manhã e final 
de tarde. No entanto, apesar destas tendências existirem, é impossível prever com rigor os 
níveis de consumo. Existe sempre um grau de incerteza, pois a procura é aleatória e depende 
também das imprevisíveis condições climatéricas.  
Em relação à afluência de água que chega às centrais hidroelétricas, esta também não 
é constante, depende da época do ano (maior ou menor pluviosidade, maior ou menor 
evaporação pelo calor). Depende também de outras centrais hidroelétricas a montante, e uma 
parte considerável destas centrais encontram-se no país vizinho. 
 A eficiência das turbinas depende do caudal turbinado em relação à altura da queda de 
água. Quanto maior for o volume de água turbinado, menor será a altura da queda de água, 
pois a cota a jusante irá aumentar enquanto a cota a montante irá diminuir, podendo resultar 
em perdas, pois diminuindo a altura da queda, diminui a potência. Existem também perdas de 
carga no circuito hidráulico e perdas mecânicas com os atritos existentes. 
 O tempo de arranque de uma central, se não for central de ponta é demorado, e se 
esta permitir bombagem, reverter o grupo, passando de turbinamento para bombagem e vice-
versa tal procedimento não é instantâneo. Existindo barragens com bombagem, no caso de 
centrais hidroelétricas dispostas em cascata, irá afetar os volumes de água existentes a 
montante e jusante desta. 
O preço da eletricidade será mais alto quando a procura for maior, no entanto e como 
já referi, a sua procura é aleatória. A injeção de energia elétrica na rede por parte da central 
em causa irá causar também variações de preço na energia elétrica. 
De modo a tornar viável o tratamento do problema proposto para esta Dissertação 
terão que ser introduzidas simplificações no que diz respeito à modelização do problema, 
tornando este menos complexo. 
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 O problema que consideramos envolve um sistema de duas centrais hidroelétricas em 
cascata onde a afluência que ambas as centrais recebem é definida e mantida constante, não 
variando ao longo do espaço temporal considerado. O tempo de arranque das centrais e o 
tempo de reversão do grupo passando de turbinagem para bombagem e vice-versa é 
considerado nulo. Estas mudanças são consideradas instantâneas. O preço da energia elétrica 












































3.1. Apresentação do problema 
 
O objetivo principal deste projeto é analisar, simular e resolver um problema de 
controlo ótimo considerando um modelo de gestão de recursos hidroelétricos. Este modelo 
consiste em duas centrais hidroelétricas em cascata ao longo de um rio, onde a central mais a 
montante permite turbinar e bombar, enquanto a central mais a jusante apenas permite 
turbinar. Estes sistemas hidroelétricos constituem um recurso valioso, sendo portanto 
imperativo uma gestão racional e eficiente da água. O objetivo é otimizar o lucro da produção 
de energia satisfazendo as restrições presentes. 
 O aproveitamento hidroelétrico tem que ser descrito de modo a cada instante de 
traduzir em cada instante de tempo o estado em que se encontra. Tal estado é determinado 
com base num estado inicial conhecido, acrescido das ações exercidas sobre o sistema.  
 Através de equações de estado é introduzido no modelo um comportamento 
dinâmico. Estas equações descrevem em cada instante o estado do sistema. 
A figura seguinte ilustra a disposição das duas barragens em cascata que serão alvo de 
estudo. 
 
Figura 14- Disposição em cascata das duas barragens[10][11][12]. 
Podemos verificar pela figura 14 que apenas a central 1, mais a montante permite 
bombagem. O volume na albufeira 1 aumenta se não houver turbinação ou se houver 
bombagem. Por sua vez o volume na albufeira 2 irá aumentar sempre que a barragem 1 
turbinar, e diminuir quando a própria turbinar para jusante ou quando houver bombagem da 
albufeira 2 para a albufeira 1.  
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Neste projeto tanto para a barragem 1 como para a 2, descarga sem turbinar (spillway) 
não será considerada. 
 
3.1.1. Variáveis e Equações 
 
O modelo, quadros e equações apresentadas de seguida foram pesquisadas e retiradas 
de trabalho anteriores, [10][11][12]. 
 Existem variáveis de estado e variáveis de controlo. As variáveis de estado descrevem 
o sistema na sua totalidade, isto é, sabendo os seus valores, o sistema fica completamente 
determinado. As variáveis de controlo podem ser escolhidas e influenciam diretamente o 
processo, afetando as variáveis de estado.  
Temos então as seguintes variáveis que descrevem volume e caudal, onde i é índice 
identificador do aproveitamento, t o instante em {0,1,...,N} e N é o horizonte temporal 
considerado: 
 
Variáveis de estado:    Vi(t), i=1,2 
   Variáveis de controlo:     qi(t), i=1,2 
 
Como qualquer sistema, este sistema hidroelétrico têm limitações e restrições. Estas 
restrições são essenciais, pois é através destas que o domínio das decisões admissíveis no 
problema é identificado.  
O volume de água em cada albufeira tem de estar compreendido entre um nível 
mínimo e máximo, chamado intervalo de segurança. E este valor depende quer da afluência 
natural do rio, quer do volume de água turbinado ou bombado. Sendo portanto os volumes de 
água nas duas albufeiras são interdependentes. 
 
Vi
min ≤ Vi(t) ≤ Vi
max , i=1,2 ; t=0,...,N 
 
 Tal como o volume, em cada central, o caudal de água também tem que estar 
compreendido entre um valor mínimo e máximo admissíveis. Os valores q1 e q2 representam 
os caudais nas centrais 1 e 2. Quando o valor de qi é superior a zero significa que a barragem i 
está a turbinar, se for inferior a zero significa que está a bombar. Como foi dito anteriormente 
apenas a central 1 possibilita bombagem. Assim a variável q2(t) toma valores não negativos: 
 
                                             -0,35 ≤ q1(t) ≤ 0,45    , 
0 ≤ q2(t) ≤ 0,83     ,    t=0,...,N-1 
 
 Para cada aproveitamento hidroelétrico, em cada instante, existe uma equação de 
balanço (a mais relevante para o funcionamento do sistema). Esta garante que o volume de 
água na albufeira 1 ou 2 num determinado instante é igual ao volume de água do instante 
anterior acrescido do resultado da ação realizada no intervalo decorrido.  
 
Observemos as duas equações de balanço para o problema: 
 






                                                                  V2(t+1) = V2(t)+A2+q1(t)- q2(t) ,      t=0,...,N-1 
 
 Nas equações de balanço anteriores, A1 e A2 representam as afluências das albufeira 1 
e 2, respetivamente. E os valores de volume V1 e V2 encontram-se limitados entre os seguintes 
valores: 
 
86,7 ≤ V1(t) ≤ 147 ,           
                  48,3 ≤ V2(t) ≤ 66   ,     t=0,...,N 
 
 Uma vez que o objetivo não é ajustar a produção à procura, mas sim maximizar o 
lucro, através de uma gestão otimizada, é imperativo uma restrição que permita a existência 
de periodicidade. Sem esta restrição, é evidente que maximizar o lucro de um aproveitamento 
hidroelétrico seria turbinar até atingir o volume mínimo admissível, resultando na 
impossibilidade de repetir o processo no dia seguinte. Impondo assim que o volume final seja 
igual ao volume inicial. 
 
Vi(0) = Vi(N) , i=1,2 ; t=1,...,N 
 
 
3.1.2. Função Objetivo  
 
 Pretende-se maximizar o lucro obtido com a venda da energia produzida pelas duas 
centrais em cascata. Para avaliar a qualidade das decisões tomadas na otimização deste 
sistema é necessário criar uma função objetivo que permita visualizar e comparar os 
resultados de diferentes ações realizadas no sistema.  
 Consideramos aqui que a função objetivo representa o valor obtido com a venda da 
energia produzida pelo sistema, tendo em conta o preço desta durante o intervalo de tempo 
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qi = (qi(0),..., qi(N-1)) 
i – índice associado a cada albufeiras na cascata hidroelétrica; 
N - número total de horas no intervalo considerado;  
preço(t) - valor económico unitário da energia elétrica no mercado no instante t; 








 Nesta expressão, as constantes   
  e   
  caraterizam a eficiência das turbinas quando 
estão a turbinar ou bombar respectivamente. O parâmetro ∅i satisfaz a condição: 
 
 ≤ ∅i ≤1 
 
As funções    
 ( ) e    
 ( ), representam respectivamente a perda de carga nominal 
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   são constantes características de cada uma das turbinas. As 
quedas, representadas pelas funções hi(t), são expressas na seguinte forma, onde α1, β1, ξ1, α2, 





Observe-se que uma vez decididos os valores de qi, Vi(0), i=1,2, as restrições 3.4 do 
problema determinam os valores dos restantes volumes.  













 A linguagem de programação utilizada na resolução deste problema foi Matlab e a sua 
função pré-definida fmincon. O código implementado pode ser visualizado nos anexos da 
dissertação. Desenvolver a resolução deste programa em código computacional permite uma 
maior flexibilidade na manipulação dos termos de controlo do problema e permite 
consequentemente a realização de uma grande variedade de testes, considerando a afluência, 
preços de energia e volumes iniciais. 
 A função pré-definida fmincon tem como objetivo determinar o valor mínimo de uma 
função não linear, com restrições nas variáveis. O mínimo é procurado dentro dos limites 
definidos e a partir de estimativas iniciais fornecidas. A partir das estimativas iniciais 
fornecidas a função vai pesquisar outros valores de modo a obter a melhor solução possível. 
  
A função fmincon utilizada adota a seguinte estrutura: 
 
X = fmincon(FUN,X0,[],[],Aeq,Beq,LB,UB) 
 
 Onde X é o vetor com os valores de saída otimizados de V1(t), V2(t,), q1(t), q2(t), com 
t=1,...,N, representando respetivamente o volume e caudais das barragem 1 e 2.  
   
FUN é a função objetivo a otimizar que depende da potência gerada ou consumida em 
cada barragem, ri(t), e do valor de mercado da energia a cada hora. 
 
X0 é o vetor com os valores de caudal e volume, V1(t), V2(t), q1(t), q2(t), com t=1,...,N. 
 
LB e UP são os vetores “lower bound” e “upper bound” que contêm os limites 




Para identificar Aeq e Beq na função fmincon, teremos que reorganizar as equações de 
balanço do problema para a seguinte forma: 
 
 V1(t+1) - V1(t) + q1(t) = A1   ,  
 V2(t+1) - V2(t) - q1(t) +q2(t) = A2    , t=0,...,N 
 
Relembrando que X engloba as variáveis V1(t),V2(t), q1(t), q2(t), todas presentes agora 
no lado esquerdo da equação.  Beq é a matriz que possui os valores de afluência A1 e A2 ao 
longo do espaço temporal considerado e Aeq é a matriz que implementa matricialmente as 
equações acima através de Aeq X =  Beq. 
3.11 
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Resumindo, a função fmincon determina os valores dos caudais e volumes em ambas 
as albufeiras para cada instante t, de modo a que o retorno financeiro seja máximo, 
respeitando sempre as limitações e restrições impostas.  
É importante referir também que sendo fmincon uma função cujo objetivo é 
determinar o mínimo de uma função e o nosso objetivo é maximizar, é necessário fazer uma 
pequena alteração no código implementado de modo a que a função fmincon achando o 
mínimo, maximize a nossa função objetivo: 
 










































4.1. Apresentação e discussão dos resultados 
 
 Neste capítulo serão apresentados os diferentes testes efetuados e os resultados 
obtidos. Será possível verificar que características influenciam mais a variação de lucro, bem 
como qual dos testes é o mais rentável. 
 Relembrando a estrutura do problema e o modelo matemático: 
 
                                                    V1(t+1) = V1(t)+A1-q1(t)                     
                                                          V2(t+1) = V2(t)+A2+q1(t)- q2(t)   , t=0,...,N-1 
                                            Vi(0) = Vi(N), i=1,2 ;  t=0,..,N 
                                           -0,35 ≤ q1(t) ≤ 0,45,    
                                             0 ≤ q2(t) ≤ 0,83,   t=0,...,N 
                                            Vi
min ≤ Vi(t) ≤ Vi
max , i=1,2; t=0,...,N 
 
 
O objetivo é maximizar a expressão seguinte que descreve a função objetivo do 
problema: 
 
     (        ( )   ( ))  ∑      ( )  (  ( )    ( ))
   
   
 
  
Aqui a potência produzida/consumida na central hidroelétrica está representada por 
ri(t) e depende do caudal e altura da queda. Price(t) é o valor da energia elétrica no instante t. 
O problema de maximização da expressão em 4.2 respeitando as restrições 4.1 cai na classe de 
problemas de controlo ótimo com restrições no controlo e nos estados. Uma solução ótima do 
problema é constituido por valores de vi(t) e qi(t), t=0,..N admissíveis(satisfazem as restrições) 
e que conduzem ao maior valor de 4.2 quando comparado com outras soluções admissíveis. 
Este problema foi resolvido através de um programa em Matlab que recebe como parâmetros 
de entrada as afluências A1 e A2, as estimativas iniciais para os volumes e caudais de cada 
albufeira e o preço unitário da energia elétrica. Respeitando as restrições impostas no 
problema, o programa fornece o perfil ótimo de produção ao longo do espaço temporal 
considerado. 
 Serão realizados diferentes testes de modo a descobrir quais os valores iniciais e 
quantidades de água a turbinar/bombar de modo a maximizar o lucro da produção 
hidroelétrica total. 
Como foi mencionado anteriormente um dos parâmetros de entrada é o preço unitário 




tendências, é muito difícil fazer aproximações. Portanto para este projeto, e de modo a fazer 
uma aproximação da realidade, o preço da energia elétrica será do tipo tarifa tri-horária, ou 
seja, uma vez que as variações do preço são demasiado aleatórias, será feita uma divisão do 
preço da energia pelas três tendências verificadas ao longo de 24 horas, existindo então preço 
para as horas de vazio, cheio e ponta. 
 O preço de vazio corresponde à pouca procura de energia, o preço cheio para uma 
procura média e preço ponta para o pico de procura de energia. Os preços foram retirados da 
Entidade Reguladora de Serviços Energéticos, tarifa transitória de venda a clientes finas em 
BTN (<=20,7kVA e >6,9kVA), com entrada em vigor a partir de 1 de Janeiro de 2014 [19] 
. 
 
Tabela 1- Preço de venda [19] 
Tarifário Preço 
Hora de Ponta 0,2066 €/kwh+IVA 
Hora de Cheio 0,1642 €/kwh+IVA 




Se consideramos as 24 horas de um dia de semana e analisarmos as tendências diárias, 
a divisão da tarifa tri-horária será feita da seguinte forma: 
 
Tabela 2- Distribuição horária de preços 
Intervalo de tempo (horas) Tipo de faturação 
01:00 - 05:00 Vazio 
06:00 Cheio 
07:00 – 09:00 Ponta 
10:00 – 18:00 Cheio 
19:00 – 21:00 Ponta 
22:00 – 00:00 Cheio 
 
Para mais tarde visualizar facilmente o efeito dos preços nas decisões de turbinar ou 





Figura 15- Distribuição horária dos preços 
 
Estes valores e a sua distribuição manter-se-ão inalterados ao longo dos diferentes 
testes a realizar, para facilitar a comparação de resultados obtidos. 
 Realizar-se-ão testes com diferentes afluências, estimativas iniciais, espaço temporal 
considerado e ainda a eliminação de algumas restrições, de modo a obter o perfil que 
maximize o lucro total final e poder perceber quais as características que mais influenciam a 
otimização deste problema. 
 Os testes realizados para diferentes estimativas iniciais têm como objectivo perceber 
se existe mais que uma solução ótima local. Fornecendo diferentes estimativas iniciais, iremos 
observar se convergem todas para uma solução ótima, ou se existem várias soluções ótimas 
locais. 
 
Serão apresentados 16 casos correspondentes a: 
-Casos 1,2 e 3: uso de dados de referência do quadro apresentado no final da secção    
3.1.2. Estes casos distinguem-se pelo uso de diferentes estimativas iniciais.   
-Casos 4,5: variação do espaço temporal de 24 para 48 horas. Distinguem-se os casos 
pelas estimativas iniciais dadas. 
-Casos 6,7,8: alteração dos dados de referência do quadro apresentado no final da 
secção 4.1.2 no que respeita às afluências. Consideram-se agora baixas afluências. 
Espaço temporal de 24 horas. Os casos distinguem-se pelas diferentes estimativas 
iniciais fornecidas. 
-Casos 9,10: baixas afluências e um espaço temporal considerado de 48 horas. Estes 
casos distinguem-se pelas diferentes estimativas iniciais fornecidas. 
-Casos 11: Retirada a possibilidade de bombagem. Baixas afluências e um espaço 
temporal considerado de 24 horas. 
-Casos 12: Semelhante ao caso 11 mas com o espaço temporal considerado de 48 
horas. 
-Casos 13: Eliminação da restrição de igualdade entre volumes iniciais e finais. Grandes 


















Distribuição horária dos preços 
29 
-Casos 14: Semelhante ao caso 13, mas considerando um espaço temporal de 48 
horas. 
-Casos 15: semelhante ao caso 13, mas com valores de afluência baixos. 




Em todos os casos teremos de fornecer valores de entrada correspondentes a 
estimativas iniciais de arranque do programa. Isso é feito através de um vetor X0, com 
X0=[V1inicial, V2inicial, q1inicial, q2inicial], onde V1inicial, V2inicial, q1inicial e q2inicial são vectores de dimensão 





4.1.1. Caso 1, grandes afluências, 24horas. 
 
Para este primeiro teste iremos considerar grandes afluências: 
 
Tabela 3- Valores de entrada para o caso 1 
Variável Valor 
A1 0,351 hm3/h 




























Para estes parâmetros de entrada, obtivemos os seguintes resultados: 
 
 
Figura 16- Volume e caudal obtidos para o caso 1 
 
 
Relembramos que Vi e qi representam respectivamente o volume e caudal da albufeira 
i, i=1,2. 
Para este caso com grande afluência, os valores iniciais da solução ótima apresentada 
para os caudais são:  
 
 q1(0) = 0,45 hm
3/h  
 q2(0) = 0,83 hm
3/h 
 
Podemos confirmar pelos gráficos que a restrição do volume inicial igual ao volume 
final é cumprida, permitindo assim repetir o mesmo processo no dia seguinte, caso todas as 
condições se mantenham. Como a afluência é muito grande não existe necessidade de efetuar 
bombagem para aumentar o volume de água na albufeira 1. Tendo em conta a figura 15 da 
distribuição horária de preços, verificamos que as horas de maior caudal turbinado para ambas 
as albufeiras correspondem a horas de ponta. 
O próximo gráfico mostra o lucro total das duas albufeiras, obtido por hora do 




Figura 17- Lucro por hora de ambas as barragens para o caso 1 
 
O lucro é sempre positivo uma vez que não houve necessidade de efetuar bombagem. 
É possível confirmar também que será nas horas de ponta que se obtém maior retorno 
financeiro. 
O próximo gráfico mostra a evolução do lucro total acumulado, sendo possível 




Figura 18- Lucro total acumulado obtido para o caso 1 
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Para o próximo caso será interessante manter os níveis de afluência e espaço temporal 
considerados anteriormente, utilizando agora estimativas iniciais com volumes baixos. Serão 
fornecidos os mesmos caudais iniciais. 
 
4.1.2. Caso 2, grandes afluências, 24 horas. 
 
 Fornecendo valores baixos de volume para a inicialização do problema, ficamos com os 
seguintes dados de entrada: 
 
Tabela 4- Valores de entrada para o caso 2 
Variável Valor 
A1 0,351 hm3/h 









Espaço Temporal 24 horas 
 
 




Figura 19- Volume e caudal obtidos para o caso 2 
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Os valores iniciais para volume e caudal são: 
 
 V1(0) = 147 hm
3 
 V2(0) = 66 hm
3 
 q1(0) = 0,45 hm
3/h 
 q2(0) = 0,83 hm
3/h 
 
Resultando portanto em valores e gráficos iguais ao caso 1. Antes de concluir que é 
esta a solução ótima para o problema, vamos testar ainda o caso em que a estimativa inicial 
inclui volumes da albufeira 1 grandes e da albufeira 2 pequenos. 
 
 
4.1.3. Caso 3, grandes afluências, 24 horas. 
 
 Desta vez serão fornecidos valores de entrada de volumes opostos, valores de 
V1 altos e de V2 baixos. 
 
Tabela 5- Valores de entrada para o caso 3 
Variável Valor 
A1 0,351 hm3/h 









Espaço Temporal 24 horas 
 
Obteve-se os seguintes gráficos: 
 
 
Figura 20- Volume e caudal obtidos para o caso 3 
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Mais uma vez são obtidos os mesmos gráficos. O programa apresenta como solução, a 
solução já encontrada anteriormente. É assim de prever que exista uma única solução ótima e 
que essa solução ótima corresponde à solução encontrada para estes três casos, com valores 
iniciais: 
 
 V1(0) = 147 hm
3 
 V2(0) = 66 hm
3 
 q1(0) = 0,45 hm
3/h 
 q2(0) = 0,83 hm
3/h 
 
O lucro máximo obtido foi de aproximadamente 4041,179€. 
 
4.1.4. Caso 4, grandes afluências, 48 horas  
 
Este caso será semelhante ao caso 1, variando apenas o espaço temporal de 24 horas 
para 48 horas. Portanto serão utilizados os mesmos valores de entrada do caso 1 e 
observaremos quais os resultados obtidos. 
 
Tabela 6- Valores de entrada para o caso 4 
Variável Valor 
A1 0,351 hm3/h 





























Obtendo os seguintes gráficos: 
 
 
Figura 21- Volume e caudal obtidos para o caso 4 
 
Como era de esperar a restrição do volume final igual ao inicial é cumprida. Para este 
caso de 48 horas, os resultados obtidos são muito semelhantes ao do caso 1, havendo quase 
uma simetria perfeita, concluindo-se que mesmo tendo um espaço temporal mais alargado e 
mais liberdade para opções, a solução otimizada para o espaço temporal de 24 horas, e a sua 
repetição parece ser a melhor solução. 
Para este caso o programa apresenta os seguintes valores iniciais para os caudais: 
 
 q1(0) = 0,45 hm
3/h  
 q2(0) = 0,83 hm
3/h 
 
O lucro total acumulado é aproximadamente de 8249,02€. O lucro total acumulado 
obtido no caso 1 foi aproximadamente 4041,18€. Seria de esperar que no 
mínimo,obtivéssemos o dobro do lucro do caso 1, correspondente a uma repetição das 24h. 
No entanto o lucro é ligeiramente maior, pois para o espaço temporal de 48 horas, maior é 









Observemos agora o lucro total das duas centrais em causa por hora, bem como o 
gráfico do lucro total acumulado: 
 
 
Figura 22- Lucro por hora de ambas as barragens para o caso 4 
 
 
Mais uma vez, são grandes as semelhanças com o caso 1, duplicado. Observemos 
agora o gráfico do lucro total acumulado: 
 
 
Figura 23- Lucro total acumulado obtido para o caso 4 
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4.1.5. Caso 5, grandes afluências, 48 horas. 
 
À semelhança do que foi feito noutros casos, iremos agora alterar as estimativas 
iniciais de volumes e caudais para confirmar que as soluções ótimas apresentadas se mantêm. 
Foram introduzidos os seguintes valores iniciais: 
 
Tabela 7- Valores de entrada para o caso 5 
Variável Valor 
A1 0,351 hm3/h 









Espaço Temporal 48 horas 
 
Mais uma vez o programa apresentou os mesmos valores iniciais ótimos: 
 
 V1(0) = 147 hm
3 
 V2(0) = 66 hm
3 
 q1(0) = 0,45 hm
3/h 
 q2(0) = 0,83 hm
3/h 
 
Obteve-se os seguintes gráficos: 
 
 
Figura 24- Volume e caudal obtidos para o caso 5 
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 Os gráficos obtidos são bastante semelhantes ao anterior, sendo possível no entanto 
verificar pequenas diferenças. Essas diferenças podem ser justificadas por erros existentes 
inerentes ao software utilizado. 
 
Testando outras estimativas iniciais para o espaço temporal de 48 horas, à imagem do 
que foi feito anteriormente, os valores iniciais que o programa escolhe para grandes afluências 
e que otimizam a solução do problema são: 
 
 V1(0) = 147 hm
3 
 V2(0) = 66 hm
3 
 q1(0) = 0,45 hm
3/h 
 q2(0) = 0,83 hm
3/h 
 
Para os próximos casos serão alterados os valores de afluência e será avaliado como se 





4.1.6. Caso 6, pequenas afluências, 24 horas. 
 
 Para este sexto caso iremos baixar bastante a afluência de água das duas albufeiras. 
Este valor baixo poderá representar a época seca. À semelhança do que foi feito 
anteriormente, iremos introduzir diferentes estimativas iniciais de caudal e volume, e observar 
os resultados. 
 Para esta caso foram dados os seguintes valores de entrada: 
 
Tabela 8- Valores de entrada para o caso 6 
Variável Valor 
A1 0,014625 hm3/h 









Espaço Temporal 24 horas 
 
É considerado um espaço temporal de 24 horas. Os valores de afluência anteriores 
foram drasticamente reduzidos. Estimativas iniciais de volumes com valores perto da 







Foram obtidos os seguintes resultados: 
 
 
Figura 25- Volume e caudal obtidos para o caso 6 
 
 
O programa apresentou como resultados os seguintes valores iniciais: 
 
 V2(0) = 48,43 hm
3 
 q1(0) = 0,44 hm
3/h 
 q2(0) = 0 hm
3/h 
 
Estes valores podem ser explicados(quando confrontados com as estimativas iniciais 
fornecidas) pela baixa afluência e a necessidade de cumprir a restrição de volume final igual ao 
inicial. Uma vez que a barragem 2 não permite bombagem e a afluência é baixa, o programa, 
de modo a otimizar e a respeitar as restrições, teve necessidade de considerar um volume 
inicial mais baixo para a barragem 2. 
Ao analisar os gráficos é clara a coincidência de maior volume turbinado nas horas de 
ponta. Podemos também observar que para este caso de baixa afluência já existe bombagem e 
ocorre quando o preço de energia não é tão caro, de modo a ter a albufeira cheia para turbinar 
nas horas de ponta. Em relação à barragem 2, como a água é escassa, o programa opta por 







De seguida iremos observar o gráfico do lucro total das duas centrais, por hora, e 
observar que efeito teve a realização de bombagem neste caso 6: 
 
 
Figura 26- Lucro por hora de ambas as barragens para o caso 6 
 
 Neste caso o lucro nem sempre é positivo devido à bombagem. Observemos agora o 
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Como seria expectável a bombagem afeta o crescimento uniforme do lucro total 
acumulado. A otimização do problema resultou num lucro aproximado de 1007,05€. É notória 
a influência que a diminuição da afluência tem no retorno financeiro. 
  
 
4.1.7. Caso 7, pequenas afluências, 24 horas. 
 
 Serão alterados, em relação ao caso anterior, apenas as estimativas iniciais para os 
valores dos volumes, que consideramos perto dos valores mínimos: 
 
Tabela 9- Valores de entrada para o caso 7 
Variável Valor 
A1 0,014625 hm3/h 









Espaço Temporal 24 horas 
 
 
Para este caso obtém-se: 
 
 V1(0) = 146,78 hm
3 
 q1(0) = 0,44 hm
3/h 






















E os seguintes gráficos: 
 
 
Figura 28- Volume e caudal obtidos para o caso 7 
 
 Estes gráficos são semelhantes ao caso anterior, sugerindo que para estes casos de 
baixa afluência exista apenas uma solução ótima. 
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4.1.8. Caso 8, pequenas afluências, 24 horas. 
 
Serão utilizados valores intermédios para estimativa inicial. Foram utilizados os 
seguintes valores iniciais de entrada: 
 
 
 Tabela 10- Valores de entrada para o caso 8 
Variável Valor 
A1 0,014625 hm3/h 









Espaço Temporal 24 horas 
 
O programa apresentou os seguintes valores para volumes e caudais iniciais: 
 
 V1(0) = 146,78 hm
3 
 V2(0) =48,42 hm
3 
 q1(0) = 0,44 hm
3/h 
 q2(0) = 0 hm
3/h 
 
Os gráficos são muito semelhante aos anteriores, prevendo-se que também existe 
apenas uma solução ótima. 
 
 
Figura 30- Volume e caudal obtidos para o caso 8 
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Observando o gráfico do lucro total acumulado, podemos confirmar que o retorno 
financeiro é de aproximadamente 1007,05€.  




Figura 31- Lucro total acumulado obtido para o caso 8 
 
 
4.1.9. Caso 9, pequenas afluências, 48 horas. 
 
 Serão considerados os mesmos baixos valores de afluência, alargando o espaço 
temporal considerado para 48 horas. Foram utilizados as seguintes estimativas: 
 
Tabela 11- Valores de entrada para o caso 9 
Variável Valor 
A1 0,014625 hm3/h 

























1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Lucro total acumulado caso 8 
45 
O programa apresentou os seguintes valores iniciais: 
 
 V1(0) = 146,42 hm
3 
 V2(0) =48,82 hm
3 
 q1(0) = 0,36 hm
3/h 




Os gráficos correspondem quase a uma duplicação do caso 6: 
 
 
Figura 32- Volume e caudal obtidos para o caso 9 
 
 
 As restrições são mais uma vez cumpridas. A barragem 2, com o dobro do tempo e 
portanto mais opções para cumprir as restrições, turbina por períodos um pouco mais 












Figura 34- Lucro total acumulado obtido para o caso 9 
 
 
 À semelhança dos casos 1 e 4, este caso 9 também é praticamente uma duplicação das 
24 horas do caso 6. Será expectável no mínimo um lucro total acumulado igual ao dobro do 
obtido no caso 6 (1007,05€). O lucro obtido para este caso foi aproximadamente 2019,22€, 
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4.1.10. Caso 10,  pequenas afluências, 48 horas. 
 
 De modo a indagar se para este espaço temporal de 48 horas a solução ótima é única, 
serão fornecidos estimativas inicias de volume baixos. 
 
Tabela 12- Valores de entrada para o caso 10 
Variável Valor 
A1 0,014625 hm3/h 









Espaço Temporal 48 horas 
 
O programa volta a dar como resultado os seguintes valores iniciais: 
 
 V1(0) = 146,42 hm
3 
 V2(0) =48,77 hm
3 
 q1(0) = 0,36 hm
3/h 
 q2(0) = 0 hm
3/h 
 














4.1.11. Caso 11, pequenas afluências, sem possibilidade 
de bombagem, 24 horas. 
 
 Retiramos a possibilidade de bombagem na central 1. Após as devidas alterações no 
programa, foram introduzidos as seguintes estimativas iniciais: 
 
Tabela 13- Valores de entrada para o caso 11 
Variável Valor 
A1 0,014625 hm3/h 









Espaço Temporal 24 horas 
 
Não fazia sentido usar grandes afluências, pois já tinha sido confirmado que para 
grandes valores de afluência não há necessidade de realizar bombagem.  
O programa indicou como valores iniciais: 
 
 V1(0) = 146,91 hm
3 
 V2(0) = 65,96 hm
3 
 q1(0) = 0 hm
3/h 
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Figura 37- Volume e caudal obtidos para o caso 11 
 
 
Como seria expectável a barragem 1, agora sem a possibilidade de bombagem, passou 
a comporta-se de modo semelhante à barragem 2. Podemos verificar que a restrição de 
volume final igual ao inicial é cumprida. 
 Sem a possibilidade de bombagem e com baixas afluência podemos verificar que as 
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 Sem a possibilidade de bombagem, o máximo retorno financeiro obtido é 
aproximadamente 229,89€, um valor bem abaixo dos 1007,05€ obtidos com as mesmas 
condições e a possibilidade de bombagem por parte da central 1. 
  
 
4.1.12. Caso 12, pequenas afluências, sem possibilidade 
de bombagem,48 horas. 
 
 Para este caso é considerada a mesma estimativa inicial e alargado o espaço temporal 
para 48 horas: 
 
Tabela 14- Valores de entrada para o caso 12 
Variável Valor 
A1 0,014625 hm3/h 









Espaço Temporal 48 horas 
 
 
O programa apresentou os seguintes valores iniciais: 
 
 V1(0) = 146,91 hm
3 
 V2(0) = 65,96 hm
3 
 q1(0) = 0 hm
3/h 





















E os seguintes gráficos: 
 
 
Figura 39- Volume e caudal obtidos para o caso 12 
 
Devido à pouca afluência e sem a possibilidade de bombar, ambas as centrais esperam 
pelas horas de ponta para turbinar o caudal existente, conseguindo ao mesmo tempo cumprir 
no final a restrição de volume final igual ao inicial. 
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O lucro total final de aproximadamente 459,80€. Este valor é ligeiramente superior ao 
dobro do valor do caso anterior. Como as condições para este caso são muito limitadoras, 
alargando o espaço temporal para 48 horas, a solução não pode fugir muito à repetição das 24 
horas do caso anterior.  





4.1.13. Caso 13, grandes afluências, sem restrição 
Vfinal=Vinicial, 24 horas. 
 
 Para este próximo caso irá ser retirada a restrição do volume final igual ao inicial e 
observar como se comporta o programa para diferentes valores de entrada. 
 Foram fornecidos os seguintes valores iniciais: 
 
Tabela 15- Valores de entrada para o caso 13 
Variável Valor 
A1 0,351 hm3/h 









Espaço Temporal 24 horas 
 
  
Como seria de esperar o programa irá turbinar sempre e portanto, utilizou os valores 
máximos como valores iniciais: 
 
 V1(0) = 147 hm
3 
 V2(0) = 66 hm
3 
 q1(0) = 0,45 hm
3/h 

















Obteve-se os seguintes gráficos: 
 
 
Figura 41- Volume e caudal obtidos para o caso 13 
 
Uma vez que não há a restrição de volume final igual ao inicial, este caso começa com 
os valores máximos de volume e turbina sempre com caudal máximo. 
 
 Observaremos agora o gráfico de lucro por hora do sistema: 
 
 












Este gráfico tem perfil semelhantes ao da representação do preço de energia elétrica 
por hora, figura 15. 
 
 
Figura 43- Lucro total acumulado obtido para o caso 13 
 
O retorno financeiro é aproximadamente 4649,403€. Este valor é naturalmente o 
maior de todos os casos estudados para 24 horas. 
 Foram testadas diferentes estimativas iniciais, no entanto o programa mantém a 




4.1.14. Caso 14, grandes afluências, sem restrição 
Vfinal=Vinicial, 48 horas. 
 
 Este caso será semelhante ao anterior, mas considerando um espaço de 48 horas. 
Foram então fornecidos os seguintes valores: 
 
Tabela 16- Valores de entrada para o caso 14 
Variável Valor 
A1 0,351 hm3/h 
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Obteve-se os seguintes gráficos: 
 
 
Figura 44- Volume e caudal obtidos para o caso 14 
 
 
 Uma vez que ambas as centrais têm volume de água suficiente para turbinar sempre 





Figura 45- Lucro total acumulado obtido para o caso 14 
 
Para este caso o lucro acumulado é aproximadamente de 9275,42€. Este valor é 
bastante superior quando considerávamos a restrição.  
 
 
4.1.15. Caso 15, pequenas afluências, sem restrição 
Vfinal=Vinicial, 24 horas. 
 
 Este caso será semelhante ao caso 13, mas com valores de afluências muito baixos. 
Foram então fornecidos os seguintes dados: 
 
Tabela 17- Valores de entrada para o caso 15 
Variável Valor 
A1 0,014625 hm3/h 
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Lucro total acumulado Caso 14 
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Obteve-se os seguintes gráficos: 
 
Figura 46- Volume e caudal obtidos para o caso 15 
 
 Apesar de a afluência ser baixa, ambas as albufeiras continuam a ter volumes de água 





4.1.16. Caso 16, pequenas afluências, sem restrição 
Vfinal=Vinicial, 48 horas. 
 
 Este caso servirá para observar se o espaço temporal do caso anterior for alargado 
para as 48 horas, qual será o seu comportamento. Foram fornecidos os seguintes estimativas 
iniciais: 
Tabela 18- Valores de entrada para o caso 16 
Variável Valor 
A1 0,014625 hm3/h 









Espaço Temporal 48 horas 
58 
Resultando nos seguintes gráficos: 
 
 
Figura 47- Volume e caudal obtidos para o caso 16 
 
 Para este caso a albufeira 1 continua a ter volume de água suficiente para turbinar 
sempre em caudal máximo. Já a albufeira 2, com uma capacidade de armazenamento muito 
inferior, não começa imediatamente a turbinar com caudal máximo, tendo que começar com 
um caudal inferior para depois mais tarde turbinar com caudal máximo, acabando com o 
volume de água no seu mínimo. Assim, verifica-se um lucro total acumulado ligeiramente 
inferior ao caso 14, como poderemos confirmar no próximo gráfico: 
 
 
Figura 48- Lucro total acumulado obtido para o caso 16 
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 Este projeto teve como objetivo criar, simular, resolver e analisar problemas de 
controlo ótimo, considerando modelos de gestão de recursos hidroelétricos. Em particular 
sistemas de reservatórios em cascata ao longo de um rio, munidos de centrais capazes de 
turbinar para produzir energia e bombar para aumentar o volumes de reservatórios a 
montante.  
 Foi considerado um modelo matemático que apesar de simples, carateriza 
comportamentos essenciais do problema real. Este modelo foi implementado em linguagem 
de programação Matlab e foi posteriormente testado em diferentes cenários. Em todos o 
objetivo seria obter o maior lucro possível na venda de energia elétrica considerando que 
certas restrições deveriam ser satisfeitas..  
 Foram feitos testes no sentido de indagar a possibilidade de várias soluções ótimas 
locais para determinados dados dos parâmetros do modelo. Perante os testes realizados é de 
excluir a existência de mais do que uma solução ótima local. Contudo para uma conclusão mais 
rigorosa de solução única, deveria ser feito uma cobertura mais alargada com testes do 
mesmo tipo.  
Através deste projeto foi possível perceber quais as características inerentes a um  
sistema hidroelétrico e qual o seu peso; perceber as dificuldades de aproximação a um caso 
real e a necessidade de efetuar simplificações; as relações que existem entre as diferentes 
características e os efeitos que provocam no sistema e objetivo final; a importância de se 
realizar bombagem para uma melhor otimização do sistema hidroelétrico; a vantagem de 
possuir barragens dispostas em cascata. 
 A visita à barragem da Aguieira foi bastante elucidativa sobre o comportamento real e 
diário de uma barragem hidroelétrica com possibilidade de bombagem. A importância do 
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aproveitamento dos recursos envolventes como a proximidade geográfica de um parque 
eólico. Isto permite a realização de bombagem em períodos de excesso de energia eólica a 
preços muito reduzidos. A necessidade de controlar, sempre, as variáveis inerentes ao sistema.  
 A entrevista com o Excelentíssimo Prof. Dr. Machado e Moura permitiu perceber o que 
foi feito em Portugal ao nível da hidroeletricidade, como diminuir a dependência externa de 
energia elétrica, e ainda como aumentar o volume de produção de energia limpa, otimizando o 






5.2. Propostas de desenvolvimentos futuros 
 
Analisar e comparar resultados da produção de energia quando se considera apenas uma 
barragem no leito do rio e a inclusão de mais barragens em cascata. 
 Aumento da complexidade de forma, a uma melhor aproximação da realidade, através 
da inclusão de algumas características não consideradas neste trabalho. Por exemplo, o tempo 
de passagem de turbinação para bombagem, perdas de carga no circuito hidroelétrico, tempo 
de arranque e afluência não constante.  
No caso estudado aqui neste projeto, é considerado que toda a energia produzida é 
vendida. Apesar de ser complicado prever a procura de eletricidade, seria interessante incluir 
um termo que representasse esse fator aleatório. Em caso de procura nula ou baixa, o 
programa a criar deveria evitar a produção excessiva de energia.  
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A1 = 0.351/24; 
A2 = 0.158/24; 
  
%Valores maximos e minimos do Volume 
vMin = [86.7 , 48.3]; 
vMax = [147 , 66]; 
  
%volumes iniciais (o elemento inicial não é 0 porque em matlab o 
primeiro  
%elemento é num vetor é 1) 
V1ini = 115; 
V2ini = 57; 
  
%vetores com os valores min e max das 2 barragens 
qMin = [-0.35 , 0]; 
qMax = [0.45 , 0.83]; 
  
%INICIALIZAÇÃO DE VARIÁVEIS 
nHoras = 49; 
  
V1 = ones(1,nHoras)*V1ini; 
V2 = ones(1,nHoras)*V2ini; 
  
q1 = ones(1,nHoras)*0.351/24; 
q2 = ones(1,nHoras)*0.158/24; 
  
  
%ACHA OS CAUDAIS ALEATORIAMENTE 
  
% %define o caudal contante da barragem 2  
% q2Temp = rand(1) * (qMax(2) - qMin(2)); 
%  
% for i = 1 : nHoras 
%     %define e insere no vetor q1 o caudal da barragem 1 para as 
diferentes 
%     %horas 
%     if(i>=8 && i<=20) %dia 
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%         q1(i) = rand(1) * qMax(1); 
%     else %noite 
%         q1(i) = rand(1) * qMin(1); 
%     end 
%     %insere no vetor q2 o mesmo caudal, calculado em cima, para 
todas as horas 
%     q2(i) = q2Temp; 
% end 
  
%vector com limites minimos e maximos 
LB = limites(qMin,vMin); 





for i = 1:4*nHoras 
    if(i<=nHoras) 
        X0(i) = V1ini; 
         
    elseif(i>nHoras && i<=nHoras*2) 
        X0(i) = V2ini; 
         
    elseif(i>nHoras*2 && i<=nHoras*3) 
        X0(i) = 0.351/24; 
         
    else 
        X0(i) = 0.158/24; 




%Calcular a matriz Beq 
Beq = zeros(1, nHoras*2); 
  
for i=1:nHoras-1 
     
     
         
    
        Beq(i) = A1;  
        Beq(i+nHoras-1) =  A2; 
         
        Beq(2*nHoras-1) =0; 
        Beq(2*nHoras) = 0; 
    









     
    %if(i==1 || i==nHoras+1) 
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    %Aeq(i,i)=1; 
     
    if(i<nHoras) 
        Aeq(i,i)= -1; 
        Aeq(i,i+1)= 1; 
        Aeq(i,i+2*nHoras)= 1; 
       
         
        Aeq(i+nHoras-1,i+nHoras) = -1; 
        Aeq(i+nHoras-1,i+nHoras+1) = 1; 
        Aeq(i+nHoras-1,i+nHoras*2) = -1; 
        Aeq(i+nHoras-1,i+nHoras*3) = 1; 
    end 
         
    
         
        Aeq(nHoras*2-1,1)= 1; 
        Aeq(nHoras*2-1,nHoras)= -1; 
         
  
        Aeq(nHoras*2,nHoras+1) = 1; 
        Aeq(nHoras*2,nHoras*2) = -1; 




09,'TolCon', 1e-09)  
  
%Chamar a funçao fmincon 
[Z,f] = fmincon(@funcaoObjectivo,X0,[],[],Aeq,Beq,LB,UB); %[],options 
  
  
%Ajuda para depois fazer os plots 
X1 = zeros(1,nHoras); 
X2 = zeros(1,nHoras); 
X3 = zeros(1,nHoras); 
X4 = zeros(1,nHoras); 
  
for i=1:nHoras 
    X1(i) = Z(i); 
    X2(i) = Z(i+nHoras); 
    X3(i) = Z(i+nHoras*2); 
    X4(i) = Z(i+nHoras*3); 
end 
  
[lucroR1,lucroR2,lucroTotal] = lucro(Z); 
lucroTotalAcum = cumsum(lucroTotal); 
  
  
hsp1 = subplot(2,2,1); plot(X1) 
title('V1') 
hsp2 = subplot(2,2,2); plot(X2) 
title('V2') 
hsp3 = subplot(2,2,3); plot(X3) 
title('q1') 




set(hsp1,'XLim',[1 nHoras]) ; 
set(hsp2,'XLim',[1 nHoras]) ; 
set(hsp3,'XLim',[1 nHoras-1]) ; 
set(hsp4,'XLim',[1 nHoras-1]) ; 
  
xlswrite('teste.xls', V1, 'page1', 'A2'); 
xlswrite('teste.xls', V2, 'page1', 'A4'); 
xlswrite('teste.xls', q1, 'page1', 'A6'); 
xlswrite('teste.xls', q2, 'page1', 'A8'); 
xlswrite('teste.xls', X1, 'page1', 'A12'); 
xlswrite('teste.xls', X2, 'page1', 'A14'); 
xlswrite('teste.xls', X3, 'page1', 'A16'); 
xlswrite('teste.xls', X4, 'page1', 'A18'); 
xlswrite('teste.xls', lucroR1, 'page1', 'A22'); 
xlswrite('teste.xls', lucroR2, 'page1', 'A24'); 
xlswrite('teste.xls', lucroTotal, 'page1', 'A26'); 
xlswrite('teste.xls', lucroTotalAcum, 'page1', 'A28'); 
 
 
Calculo do R 
 
%Calcular o valor do R 
  
  





q10T = 0.432; 
q20T = 0.792; 
q10P = 0.3456; 
dh10T = 3; 
dh20T = 2; 
dh10P = 1.9; 
z10 = 420; 
z20 = 226; 
alfa1 = 1.396; 
alfa2 = 0.29931; 
v10 = 48.9; 
v20 = 48; 
beta1 = 0.669; 
beta2 = 0.975; 
e1 = 226.1; 
e2 = 158.1; 
u1T = 0.94; 
u1P = 0.94; 
u2T = 0.855; 
u2P = 1;        %ATENÇÂO QUE ESTE VALOR NAO EXISTE, DEI VALOR =1 PARA 
DEPOIS NA EQUAÇÃO A BAIXO NAO DAR ERRO 
dh2P = zeros(1,nHoras); %ATENÇÂO QUE ESTE VALOR NAO EXISTE TAMBÉM 
phi1 = 0.112; 
phi2 = 0.112; 
  
  
V1 = zeros(1,nHoras); 
V2 = zeros(1,nHoras); 
q1 = zeros(1,nHoras); 
q2 = zeros(1,nHoras); 
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%Separar de novo o vector X que junta tudo 
for i=1:nHoras 
    V1(i) = X0(i); 
    V2(i) = X0(i+nHoras); 
    q1(i) = X0(i+nHoras*2); 
    q2(i) = X0(i+nHoras*3); 
end 
  
%Calcular os Deltas H 
dh1T = zeros(1,nHoras); 
dh2T = zeros(1,nHoras); 
dh1P = zeros(1,nHoras); 
  
for i=1:nHoras      
     
    dh1T(i) = dh10T *(q1(i)/q10T)^2;   
     
    dh2T(i) = dh20T *(q2(i)/q20T)^2; 
     
    dh1P(i) = dh10P *(q1(i)/q10P)^2; 
     
end 
  
%Calcular os H 
h1 = zeros(1,nHoras); 
h2 = zeros(1,nHoras); 
  
for i=1:nHoras      
     
    h1(i) = z10 + alfa1*(V1(i)-v10)^beta1 - max(z20+alfa2*(V2(i)-
v20)^beta2,e1); 
     






R1 = zeros(1,nHoras); 
R2 = zeros(1,nHoras); 
  
for i=1:nHoras 
     
    if(q1(i)>=0) 
         R1(i) = 9.8*q1(i)*(h1(i)-dh1T(i))*u1T*(1-phi1); 
    else 
         R1(i) = 9.8*q1(i)*(h1(i)-dh1P(i))*(1/u1P)*(1-phi1); 
          
    end 
  
    if(q2(i)>=0) 
         R2(i) = 9.8*q2(i)*(h2(i)-dh2T(i))*u2T*(1-phi2); 
    else 
         R2(i) = 9.8*q2(i)*(h2(i)-dh2P(i))*(1/u2P)*(1-phi2);    %dh2P 
e u2p não existem,contudo neste esquema nunca vai ser escolhido 
          
    end 
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R = calcR(X0); 
precoHora = preco(); 
  
R1 = R(1,:); 
R2 = R(2,:); 
  
fObjec = 0; 
  
for i=1:nHoras 
     
    fObjec= fObjec + (precoHora(i)*(R1(i)+R2(i))); 
     
end 
  




%Calcular Bound, valores minimos e maximos da Barragem 
  




%Separar o vector 
qLim1 = ones(1,nHoras)*qLim(1); 
qLim2 = ones(1,nHoras)*qLim(2); 
  
vLim1 = ones(1,nHoras)*vLim(1); 
vLim2 = ones(1,nHoras)*vLim(2); 
  
bounds = zeros(1,4*nHoras); 
  
  
     
for i=1:4*nHoras 
     
    if(i<=nHoras) 
        bounds(i) = vLim1(i); 
         
    elseif(i>nHoras && i<=nHoras*2) 
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        bounds(i) = vLim2(i-nHoras); 
         
    elseif(i>nHoras*2 && i<=nHoras*3) 
        bounds(i) = qLim1(i-nHoras*2); 
         
    else 
        bounds(i) = qLim2(i-nHoras*3); 
    end 





%Calcular o lucro total das duas barragens 
  




precoHora = preco(); 
  
R = calcR(Z); 
  
%Separar o R em R1 e R2 das diferentes barragens 
R1 = R(1,:); 
R2 = R(2,:); 
  
lucroTotal = zeros(1, nHoras); 
lucroR1 = zeros(1, nHoras); 
lucroR2 = zeros(1, nHoras); 
  
for i=1:nHoras 
     
    lucroR1(i) = precoHora(i)* R1(i); 
    lucroR2(i) = precoHora(i)* R2(i); 
    lucroTotal(i)= lucroR1(i) + lucroR2(i); 





%Função para calcular o preço por hora 
  




precoPonta = 0.2066*(1+0.23); 
precoVazio = 0.1642*(1+0.23); 
precoCheio = 0.0955*(1+0.23); 
  
%Inicializar o precoHora 
  




    
    if ( (i>=1 && i<=5) || i>25 && i<= 30) 
         
        precoHora(i) = precoVazio; 
         
    elseif ( i==24 || i==0 || i==6 || i==31 || (i>=10 && i<=18) || 
(i>=22 && i<=23) || (i>=35 && i<=43) || (i>=47 && i<=48) ) 
     
            precoHora(i) = precoCheio; 
             
    else  
            precoHora(i) = precoPonta; 
    end 
end 
 
7.2. Anexo 2: Main sem restrição de Vinic = Vfinal 
 










A1 = 0.351/24; 
A2 = 0.158/24; 
  
%Valores maximos e minimos do Volume 
vMin = [86.7 , 48.3]; 
vMax = [147 , 66]; 
  
%volumes iniciais (o elemento inicial não é 0 porque em matlab o 
primeiro  
%elemento é num vetor é 1) 
V1ini = 147; 
V2ini = 66; 
  
%vetores com os valores min e max das 2 barragens 
qMin = [-0.35 , 0]; 
qMax = [0.45 , 0.83]; 
  
%INICIALIZAÇÃO DE VARIÁVEIS 
nHoras = 49; 
  
V1 = ones(1,nHoras)*V1ini; 
V2 = ones(1,nHoras)*V2ini; 
  
q1 = ones(1,nHoras)*0.351; 
q2 = ones(1,nHoras)*0.509; 
  
  
%ACHA OS CAUDAIS ALEATORIAMENTE 
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% %define o caudal contante da barragem 2  
% q2Temp = rand(1) * (qMax(2) - qMin(2)); 
%  
% for i = 1 : nHoras 
%     %define e insere no vetor q1 o caudal da barragem 1 para as 
diferentes 
%     %horas 
%     if(i>=8 && i<=20) %dia 
%         q1(i) = rand(1) * qMax(1); 
%     else %noite 
%         q1(i) = rand(1) * qMin(1); 
%     end 
%     %insere no vetor q2 o mesmo caudal, calculado em cima, para 
todas as horas 
%     q2(i) = q2Temp; 
% end 
  
%vector com limites minimos e maximos 
LB = limites(qMin,vMin); 





for i = 1:4*nHoras 
    if(i<=nHoras) 
        X0(i) = V1ini; 
         
    elseif(i>nHoras && i<=nHoras*2) 
        X0(i) = V2ini; 
         
    elseif(i>nHoras*2 && i<=nHoras*3) 
        X0(i) = 0.351; 
         
    else 
        X0(i) = 0.509; 




%Calcular a matriz Beq 
Beq = zeros(1, nHoras*2); 
  
for i=1:nHoras-1 
     
     
         
    
        Beq(i) = A1;  
        Beq(i+nHoras-1) =  A2; 
         
        Beq(2*nHoras-1) =0; 
        Beq(2*nHoras) = 0; 
    










     
    %if(i==1 || i==nHoras+1) 
    %Aeq(i,i)=1; 
     
    if(i<nHoras) 
        Aeq(i,i)= -1; 
        Aeq(i,i+1)= 1; 
        Aeq(i,i+2*nHoras)= 1; 
       
         
        Aeq(i+nHoras-1,i+nHoras) = -1; 
        Aeq(i+nHoras-1,i+nHoras+1) = 1; 
        Aeq(i+nHoras-1,i+nHoras*2) = -1; 
        Aeq(i+nHoras-1,i+nHoras*3) = 1; 
    end 
         
    
         
        Aeq(nHoras*2-1,1)= 0; 
        Aeq(nHoras*2-1,nHoras)= 0; 
         
  
        Aeq(nHoras*2,nHoras+1) = 0; 
        Aeq(nHoras*2,nHoras*2) = 0; 





%Chamar a funçao fmincon 
[Z,f] = fmincon(@funcaoObjectivo,X0,[],[],Aeq,Beq,LB,UB); 
  
  
%Ajuda para depois fazer os plots 
X1 = zeros(1,nHoras); 
X2 = zeros(1,nHoras); 
X3 = zeros(1,nHoras); 
X4 = zeros(1,nHoras); 
  
for i=1:nHoras 
    X1(i) = Z(i); 
    X2(i) = Z(i+nHoras); 
    X3(i) = Z(i+nHoras*2); 
    X4(i) = Z(i+nHoras*3); 




[lucroR1,lucroR2,lucroTotal] = lucro(Z); 




hsp1 = subplot(2,2,1); plot(X1) 
title('V1') 
hsp2 = subplot(2,2,2); plot(X2) 
title('V2') 
hsp3 = subplot(2,2,3); plot(X3) 
title('q1') 
hsp4 = subplot(2,2,4); plot(X4) 
title('q2') 
  
set(hsp1,'XLim',[1 nHoras]) ; 
set(hsp2,'XLim',[1 nHoras]) ; 
set(hsp3,'XLim',[1 nHoras-1]) ; 
set(hsp4,'XLim',[1 nHoras-1]) ; 
  
xlswrite('teste.xls', V1, 'page1', 'A2'); 
xlswrite('teste.xls', V2, 'page1', 'A4'); 
xlswrite('teste.xls', q1, 'page1', 'A6'); 
xlswrite('teste.xls', q2, 'page1', 'A8'); 
xlswrite('teste.xls', X1, 'page1', 'A12'); 
xlswrite('teste.xls', X2, 'page1', 'A14'); 
xlswrite('teste.xls', X3, 'page1', 'A16'); 
xlswrite('teste.xls', X4, 'page1', 'A18'); 
xlswrite('teste.xls', lucroR1, 'page1', 'A22'); 
xlswrite('teste.xls', lucroR2, 'page1', 'A24'); 
xlswrite('teste.xls', lucroTotal, 'page1', 'A26'); 
xlswrite('teste.xls', lucroTotalAcum, 'page1', 'A28'); 
 
7.3. Anexo 3: Main sem possibilidade de bombagem 
  










A1 = 0.351/24; 
A2 = 0.158/24; 
  
%Valores maximos e minimos do Volume 
vMin = [86.7 , 48.3]; 
vMax = [147 , 66]; 
  
%volumes iniciais (o elemento inicial não é 0 porque em matlab o 
primeiro  
%elemento é num vetor é 1) 
V1ini = 115; 
V2ini = 57; 
  
%vetores com os valores min e max das 2 barragens 
qMin = [0 , 0]; 
qMax = [0.45 , 0.83]; 
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%INICIALIZAÇÃO DE VARIÁVEIS 
nHoras = 49; 
  
V1 = ones(1,nHoras)*V1ini; 
V2 = ones(1,nHoras)*V2ini; 
  
q1 = ones(1,nHoras)*0.351/24; 
q2 = ones(1,nHoras)*0.158/24; 
  
  
%ACHA OS CAUDAIS ALEATORIAMENTE 
  
% %define o caudal contante da barragem 2  
% q2Temp = rand(1) * (qMax(2) - qMin(2)); 
%  
% for i = 1 : nHoras 
%     %define e insere no vetor q1 o caudal da barragem 1 para as 
diferentes 
%     %horas 
%     if(i>=8 && i<=20) %dia 
%         q1(i) = rand(1) * qMax(1); 
%     else %noite 
%         q1(i) = rand(1) * qMin(1); 
%     end 
%     %insere no vetor q2 o mesmo caudal, calculado em cima, para 
todas as horas 
%     q2(i) = q2Temp; 
% end 
  
%vector com limites minimos e maximos 
LB = limites(qMin,vMin); 





for i = 1:4*nHoras 
    if(i<=nHoras) 
        X0(i) = V1ini; 
         
    elseif(i>nHoras && i<=nHoras*2) 
        X0(i) = V2ini; 
         
    elseif(i>nHoras*2 && i<=nHoras*3) 
        X0(i) = 0.351/24; 
         
    else 
        X0(i) = 0.158/24; 




%Calcular a matriz Beq 
Beq = zeros(1, nHoras*2); 
  
for i=1:nHoras-1 
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        Beq(i) = A1;  
        Beq(i+nHoras-1) =  A2; 
         
        Beq(2*nHoras-1) =0; 
        Beq(2*nHoras) = 0; 
    









     
    %if(i==1 || i==nHoras+1) 
    %Aeq(i,i)=1; 
     
    if(i<nHoras) 
        Aeq(i,i)= -1; 
        Aeq(i,i+1)= 1; 
        Aeq(i,i+2*nHoras)= 1; 
       
         
        Aeq(i+nHoras-1,i+nHoras) = -1; 
        Aeq(i+nHoras-1,i+nHoras+1) = 1; 
        Aeq(i+nHoras-1,i+nHoras*2) = -1; 
        Aeq(i+nHoras-1,i+nHoras*3) = 1; 
    end 
         
    
         
        Aeq(nHoras*2-1,1)= 1; 
        Aeq(nHoras*2-1,nHoras)= -1; 
         
  
        Aeq(nHoras*2,nHoras+1) = 1; 
        Aeq(nHoras*2,nHoras*2) = -1; 




09,'TolCon', 1e-09)  
  
%Chamar a funçao fmincon 
[Z,f] = fmincon(@funcaoObjectivo,X0,[],[],Aeq,Beq,LB,UB); %[],options 
  
  
%Ajuda para depois fazer os plots 
X1 = zeros(1,nHoras); 
X2 = zeros(1,nHoras); 
X3 = zeros(1,nHoras); 




    X1(i) = Z(i); 
    X2(i) = Z(i+nHoras); 
    X3(i) = Z(i+nHoras*2); 
    X4(i) = Z(i+nHoras*3); 
end 
  
[lucroR1,lucroR2,lucroTotal] = lucro(Z); 
lucroTotalAcum = cumsum(lucroTotal); 
  
  
hsp1 = subplot(2,2,1); plot(X1) 
title('V1') 
hsp2 = subplot(2,2,2); plot(X2) 
title('V2') 
hsp3 = subplot(2,2,3); plot(X3) 
title('q1') 
hsp4 = subplot(2,2,4); plot(X4) 
title('q2') 
  
set(hsp1,'XLim',[1 nHoras]) ; 
set(hsp2,'XLim',[1 nHoras]) ; 
set(hsp3,'XLim',[1 nHoras-1]) ; 
set(hsp4,'XLim',[1 nHoras-1]) ; 
  
xlswrite('teste.xls', V1, 'page1', 'A2'); 
xlswrite('teste.xls', V2, 'page1', 'A4'); 
xlswrite('teste.xls', q1, 'page1', 'A6'); 
xlswrite('teste.xls', q2, 'page1', 'A8'); 
xlswrite('teste.xls', X1, 'page1', 'A12'); 
xlswrite('teste.xls', X2, 'page1', 'A14'); 
xlswrite('teste.xls', X3, 'page1', 'A16'); 
xlswrite('teste.xls', X4, 'page1', 'A18'); 
xlswrite('teste.xls', lucroR1, 'page1', 'A22'); 
xlswrite('teste.xls', lucroR2, 'page1', 'A24'); 
xlswrite('teste.xls', lucroTotal, 'page1', 'A26'); 
xlswrite('teste.xls', lucroTotalAcum, 'page1', 'A28'); 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
78 
 
 
